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£2 = konst. Vypoctéte gyroskopicky moment M, a vyslednou silu F, kterou
je kolo pritlacovano k desce.
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Obr. 37

11. Gyroskopicky moment setrvaé¢niku v ramu

Urcete gyroskopicky moment a reakce v loziskach A, B, C, D zavésu podle
obr. 38, které jsou vyvolany setrvac¢nikem tvaru koule o poloméru r a hmot-
nosti m. Setrva¢nik se otaci kolem osy 07 hlovou rychlosti ey a rdm kolem
osy 02 uhlovou rychlosti w,. Hmotnost ramu zanedbejte, w1 >> ws.

12. Gyroskopicky moment u stacionarni turbiny
Staciondrni turbina je umisténa na ¢ = 60° se-
verni zemépisné sitky, jeji rotor méa smér poledniku
a vektor hlové rychlosti w jeji vlastni rotace mifi

presné k severu (obr. 39). Urdete smér a velikost
gyroskopického momentu, je-li w = 314 rad - s~ ! a
moment setrvac¢nosti rotoru J = 120 kg-m2; Wy =
7,29-10" % rad - s~ 1.
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1 Prostorova rotace tuhého télesa kolem
nehybného bodu

1.1 Eulerovy uhly

Zamezime-li pohybu jednoho bodu tuhého télesa, odebereme mu z puvodnich
Sesti stupni volnosti t¥i stupné. Télesu tak ztistanou tfi stupné volnosti a za¢ne
vykonavat prostorovou rotaci kolem nehybného bodu, kterym prochazi oka-
mzitd osa rotace.

Priklad prostorové rotace télesa je zna-
zornén na obr. 1. Okamzita osa rotace o
prochazi bodem A, ktery je nehybny vidi
zvolené inercidlni vztazné soustaveé =, y, z.
Vektor w okamzité thlové rychlosti rotace
télesa, ktery lezi v ose o, je obecné funkci
Casu, tj. jeho velikost i smér se ve zvo-
lené inercialni soustavé meéni. Je ziejmé,
ze vektor w muzeme rozlozit do t¥l vza-
jemné ruznych sméru. Jeden z téchto roz-
kladi je moZzny do smérti rovnobéznych
s osami x, y, z kartézké soustavy. Tento o /
rozklad na t¥i rotace o thlovych rychlos-
tech w,, w,, w, vSak neni z hlediska klasi- Obr. 1
fikace pohybu, které téleso vykonava, nej-
vyhodnéjsi.

Vyhodny rozklad prostorové rotace na tii diléi rotace zavedl jiz v polo-
viné 18. stoleti Leonard Fuler a pfislusné thly se po ném nazyvaji Fulerovy
whly. Zvolme si inercidlni kartézskou soustavu x, y, z, vuci niz budeme po-
hyb télesa popisovat. S tuhym rotujicim télesem pevné spojime druhou kar-
tézskou soustavu 2/, y', 2’ (ta jiz nebude inercidlni). Jeji poc¢atek O’ polozime
do hmotného stfedu télesa. Predpokladejme, ze nehybnym bodem bude praveé
hmotny stfed (to ovSem neni nutnd kinematickd podminka). Pocatky O, O’
obou soustav ztotoznime a budeme predpokladat, ze na pocatku pohybu bude
r=a, y=1vy', 2 =7 Nasim tkolem je popsat polohu soustavy z’, ', 2’ po
vykonéni jisté rotace télesa pomoci Eulerovych uhli, které se oznacuji ¢, ¥, 9.

Zavedeni Eulerovych tihli si zndzornime na pohybu kruhového disku, ktery
necht pivodné leZel v roviné y = 0 soustavy z, y, z a ktery trojim oto¢enim
prevedeme do vysledné polohy z’, 3’, 2’ s libovolnou orientaci os vzhledem
k inercialni soustavé z, y, z.




mnvJ
M, = =2805N -m.
¢~ 30R o

Gyroskopicky moment ma smér ra-
dialy spojujici stfed kfivosti trajek-
torie O a bod A, v némZ se nachézi
letadlo. Jeho ptisobenim bude v této
zatacce letadlo ,tézké na nos“. V le-
votocivé zatacce se smér momentu
M; otoci a letadlo bude ,tézké na
ocas”.
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Obr. 34
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moment setrvacnosti vzhledem k nehybné ose:
J = Z mir? (1)
i

kde m; je element hmotnosti tuhého télesa a r; je jeho vzdalenost od nehybné
0Sy.

o P1i rotaci kolem okamzité osy o bude popis se-

vvvvvv

jdeme ze vztahu pro kinetickou energii télesa
1 2
Ee =3 Zmﬂ)i ) (2)
i

kde rychlost i—tého bodu vyjadfime uzitim
FEulerova vztahu

Vi=w X r, (3)

Obr.4

pfi¢emz veli¢iny jsou zfejmé z obr. 4. Rychlost vyjadiime v kartézskych slozkach
uzitim rozpisu vektorového soucinu pomoci determinantu:
i, Jj, k
Vi=Ww X F=| Wy, Wy, W =
Ly Yi s Zi
= i(wy2zi — woyi) +J (Wi — we2i) + k(Weyi — wyzi) =
= ivg; —|—j1}yi + kv,; . (4)
2

Uvédomime-li si, ze v? = v2, + vii + vz, , dostaneme po dosazeni do (2) vztah

1
Be=3 D omi [(wyzi —wai)® + (Wati — wez)? + (Wai — wyi)?] =
%

1
2,2 2,2 2,2 2,2
=3 E mi(wyz; — 2wyw.Yizi + WY +WiTi — 20w, Tiz; + wyz;+
i

2,2 22
+ Wy — 2wewyTiy; + wyT;) -

Slozky thlové rychlosti neobsahuji séitaci index i. MiZeme je proto vytknout
pred sumacni znak. Po pfeskupeni ¢lent dostaneme



4. Pusobeni priéné sily na setrvac¢nik

Na vzpfimeny setrva¢nik o hmotnosti

m roztoceny uhlovou rychlosti @ ko-
lem osy symetrie, vzhledem k niz ma
moment setrvacnosti .J, pusobime po
kratkou dobu At silou F rovnobéinou !
s osou x (obr. 31). Popiste chovani setr-
vaéniku, tj. vypoctéte thel A, o ktery

se za At odchyli jeho osa, a popiste po-
hyb, ktery poté bude setrvacnik vyko-
navat.

Reseni
Osa setrvacniku se odchyli v roviné @ =0 od osy y o thel
AV = arct MAt _ FIAt
- 8T T Tw

a setrvacnik soucasné zacne vykonavat precesni pohyb s tthlovou rychlosti
(33):

mglo

Jw

Osa setrva¢niku bude opisovat kuzel o vrcholovém tthlu A¢ thlovou rych-
losti £2, jejiz velikost na tomto thlu nezévisi.

Q:

5. Precese disku na rameni

Homogenni disk o hmotnosti m a poloméru r je otocné ulozen na rameni
R zanedbatelné hmotnosti v sestavé podle obr. 32. Disk roztoc¢ime velkou
thlovou rychlosti @ kolem osy symetrie. Popiste pohyb, ktery bude disk
vykonavat.

Reseni Y
Na disk ptisobi moment tihové sily m
o velikosti M = mgR. Rotujici > ,
disk, jehoz moment hybnosti ma
velikost ) O« : :
x
L=Jw= mg “ A\ ¢
bude vykonavat precesi okolo osy y lg
s tthlovou rychlosti o velikosti R
0= M _ 2gR I
=T = 72 Obr. 32
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Napi. u momentu setrvacnosti J,, se

podle vyrazu (8) vyskytuje élen (22 +y2),

ktery je podle obr. 5 druhou mocninou
vzdalenosti bodu m; od osy z. Je ziejmé,

Ze momenty setrvacnosti mohou mit jen

kladnou hodnotu.

Ostatni veli¢iny Jpq, pro p # q, které
» nelezi v hlavni diagonale a maji smi-

Sené koeficienty, se nazyvaji deviacni mo-

menty. Jsou vztazeny vzdy ke dvéma riz-

nym osam. Plati pro né J,, = Jgp a jsou

tedy symetrické vzhledem k hlavni diago-

Obr. 5 nale. Tenzor setrva¢nosti ma tedy jen Sest
nezavislych slozek.

Devia¢ni momenty mohou nabyvat kladnych, zapornych a tedy i nulovych
hodnot. V kazdém télese lze tedy vzdy najit trojici vzadjemné kolmych os
z', ', 2', nehybnych k télesu, vzhledem k nim# vSechny devia¢ni momenty
vymizi. Tedy transformaci os =, y, z do polohy z’, vy’, 2’ lze pfevést tenzor
setrvacnosti do tvaru

z

Ji, 0, 0
Jpq = 0, JQv 0 3 (13)
0, 0, Js

kde J; = J,, Jo = J,,, J3 = J., se nazyvaji hlavni momenty setrvacnosti a
piislusné osy ', vy, 2’ hlavni osy setrvacnosti. Lezi-li pocatek O = O’ vztaz-
nych soustav v hmotném stiedu télesa hovoirime o hlavnich centrdlnich momen-
tech setrvacnosti a o hlavnich centrdlnich osdch setrvacnosti.

Existuji-li v homogennim télese osy soumérnosti, jsou vzdy hlavnimi cen-
tralnimi osami setrvacnosti. Tak u homogenni koule jsou vsechny osy, které
prochézeji jejim stfedem, hlavni centralni osy. Stejny vysledek plati i pro ho-
mogenni krychli, i kdyZz zde vSechny osy prochazejici jejim stfedem nejsou
osami geometrické soumeérnosti (je to ddno tim, Ze vSechny tii hlavni mo-
menty setrvacnosti vzhledem k osam kolmym ke sténam krychle jsou stejné
J1 = Ja = J3 = ma?/6). Viechny osy vyznacené ¢islicemi 1, 2, 3 v tabulce na
str. 28, 29 v textu [9] (s vyjimkou prvniho zde uvedeného piipadu) jsou hlav-
nimi centradlnimi osami a momenty Ji, Js, Js hlavnimi centrdlnimi momenty
setrvacnosti.

Po zavedeni slozek tenzoru setrva¢nosti (6) az (11) mizeme kinetickou ener-
gii (4) zapsat vyrazem

1

1 1
Ey = §me§ - §Jyyw; + 5Jzzwg + Joywewy + Jrzwews + Jyswyw, . (14)



[ 1 ™ 1
Jyy = 2/3:2 dm = 2pr3/sin2 odp = pr’ {go -3 sin2g0] = = Emr2 ,

() 0 ’
J.. = 2/(9&2 +y%)dm = 2w“3/(sinznp—|— 1 —2cos + cos? @) dp =
(m) 0
= 2ur3/(2 —2cos ) dp = 4punr® = 2mr?
0

2

Joy = Jya = 2/9&ydm = 2w“3/sinnp(1 —cosp)dp =
(m) 0
3 [ 1. 3 2
= 2ur° [ (sinp — 5 sin 2¢)dp = 4ur® = —mir?,
0

2
Joz=Jow =Jy. = Jy =0, protoze z=0.

2. Roztaéeni setrvaéniku tfeci spojkou

Na dvou hfidelich jsou namonto-
vany setrvacniky 1, 2, pficemz hii- S 2
dele mohou byt spojeny prostied-
nictvim tfeci spojky S (obr. 30). S — EHHE =
Pfirozpojené spojce je nejprve roz-

tocen setrvacnik 1 tak, Ze ma n; =
3000 otacek za minutu. Setrvac- =
nik 2 je na pocatku v klidu. Poté
je prostifednictvim tieci spojky pri-
pojen druhy hridel a setrvacénik se

Obr. 30

zacne postupné zrychlovat, az se oba setrvac¢niky budou otacet stejnou th-
lovou rychlosti a soustava hiidelt bude mit ni5 = 1800 otacek za minutu.

Prvni setrvac¢nik i s hiidelem ma moment setrvacnosti .JJ; = 6,0 kg - m?.
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!

Jyy = [ 2?*dm = - cos? a [ §3d¢ = %ml2 cos® a

(m)

Ii m— ™ e = L
zz — - l o - 3 b
Joy = Jyo = — [ zydm = —msmacosaf§2d5 — _Lsin2a
=== ) z 6 ’
Joz = Jog = yz — zyZO,protoiezzo.

1.4 Moment hybnosti

Moment hybnosti tuhého télesa jsme v [9] definovali vyrazem

L:E rixPi:E r; X mv;,
: :

L=Jw.

—r(w-r)|=

L:E mir; X (w X r;) = E m;[w
7

= Zml o +y2 + 22) — ri(wexi + wyyi + w.z)]

2 2
Le= we Y mi(yf +27) —wy Y maidigi — wz Y midizi,
2
= —Wg § m;x;Yq +Wy § mz +Z _wz § miYizi,
= —Wy § miz;T; — Wy E MiZiYi + Wy § mz +y2

(17)

provedli jsme jeho vypocet pro rotaci télesa kolem nehybné osy a dostali jsme

(18)

P1i vypocétu momentu hybnosti pii rotaci télesa kolem nehybného bodu do-
sadime do (17) za v; Eulertiv vztah (3) a provedeme rozpis vzniklého dvojného
vektorového souinu podle vzorce a x (bx ¢) = b(a-c)—c(b-a). Tak postupné
dostaneme

(19)

kde jsme skalarni souciny vektorti w, r; vyjadrili prostfednictvim jejich kar-
tézskych slozek. Moment hybnosti je tedy vektor, jehoz kartézské slozky maji
velikost



3.4 Larmorova precese

S gyroskopickymi efekty se setkavame i v atomistice. Na zavér tohoto textu si
proto zjednodusené vysvétlime tutu aplikaci mechaniky. Elektron v atomu ma
v uréitém stavu orbitalni moment hybnosti a spin, tj. vlastni moment hybnosti
a odpovidajici magnetické momenty. Dostane-li se atom do vnéjsiho magnetic-
kého pole o indukci B, vznikd Zeemanuv jev — rozstépeni nékterych spektral-
nich ¢ar v optickém spektru. Podle hrubé mechanisitické predstavy lze tento jev
objasnit precesnim pohybem roviny, v niz lezi trajektorie, kterou kona elektron
v coulombovském elektrostatickém poli jadra.

Elektronu na urcité trajektorii (obr. 27) pfislusi moment hybnosti L =
= 2mew a také magneticky moment m = —ew, kde m, je hmotnost elektronu,
e elementarni ndboj a w plosna rychlost elektronu. Z hlediska gyroskopického
efektu lze trajektorii povazovat za elementarni proudovou smycku, jiz prislusi
magneticky moment m, a také moment hybnosti L. Jak se odvozuje v elektro-
magnetismu, bude na ni v poli indukce B pisobit moment silové dvojice

M=mxB,

ktery je kolmy k obéma vektorim B, m a
tudiz i k L. Pdsobenim momentu M bude
elektronova trajektorie konat precesi, ktera
je zcela analogicka precesi tézkého setrvac-
niku (¢l. 2.4).Pro vypocet thlové rychlosti
precese uzijeme Resalovy véty. Podle ni
plati

|L|sin® - |2] = |[M| = |m||B|sin?d,
neboli

2me|w||$2|sin = e|w||B|sind.

Pro ¢ # 0 dostaneme Larmorovu thlovou
rychlost

eB
T 2me Obr. 27
V kvantové fyzice pojem ,trajektorie elektronu“ ztrici vyznam a proto
ani predstavu o magnetickém momentu nelze vazat na predstavu o linedrnim
proudu. Avsak, i tak lze dokazat, Ze Zeemanuv jev lze objasnit precesnim pohy-
bem vektoru orbitalniho momentu hybnosti a také precesnim pohybem spinu
kolem vektoru B = konst. Pritom velikost primétu momentu hybnosti L i
spinu s do sméru vektoru B se zachovava, a precese probihé rovnéz s Larmo-

, . eB , s e
rovou thlovou rychlosti {2 = =—. Larmorovou precesi se vysvétluji diamagne-

2Me
tické vlastnosti latek (magnetik).
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Pak kinetické energie

B, = (mei + Jyywi) = %(6R2 + r2)w§ .

DN | =

b) Moment hybnosti soustavy mé slozky, které vypocitame ze vztaht (20),
(21), (22). Neboli

L, = %TRWO, L, = %(rz +4RYwy,  L.=0.

1.5 Volné osy

Nejprve pojedname o podminkéch, pti kterych bude tuhé téleso v homogennim
tithovém poli v rovnovaze, bude-li oto¢né kolem néjaké nehybné osy. Rozezna-
vame dvoji rovnovahu: statickou a dynamickou. Aby téleso bylo ve statické
Pak téleso pfi libovolném pozvolném otoceni ztistane v klidu, protoze moment
tithovych sil vzhledem k tézisti je nulovy. Tihovou silu, ktera ptisobi na téleso,
kompenzuji reakce vyvolané jeho ulozenim v loziskach.

Je-li téleso v rovnovaze statické, nemusi byt pii rotaci jeSté v rovnovaze
dynamické. Pfi rotaci télesa zacnou na jeho elementy pusobit setrvacné sily,
které souviseji s thlovou rychlosti @ a s thlovym zrychlenim w. Pfi rovnomérné
rotaci jsou to odstiedivé sily (obr. 9).

==
- R

Obr. 9

Obr. 10

Jejich ptisobeni kompenzuji opét loziska pridavnymi reakcemi R, které nejen
zvySuji opotfebeni lozisek, ale vzhledem k proménnosti sméru svého ptisobeni

11



Velikost thlové rychlosti precesniho pohybu tedy nezavisi na Ghlu ¢ (pro
velké ¥ by vSak stiela ztratila v dusledku zmény aerodynamickych pomértu
stabilitu).
Doba jedné otacky je

2 2
7, — 25 _ T

n 90R

pro pocet otacet precesniho pohybu béhem letu stiely dostavame

t
n==.

Ty
Ciselné: T, = 1,48 5, n = 43,3.

3.3 Lunisolarni precese Zemé

Zemé je velky setrvacnik. Jeji
pohyb po priblizné eliptické tra-
jektorii — ekliptice — je fizen
gravitacnim polem Slunce a ru-
Sen gravita¢nim polem blizkého
Mésice. Protoze Zemé ma pfi-
blizné tvar zplostélého elipsoidu F>F
a protoze jeji osa neni kolma
k roviné ekliptiky ani k roviné
mésicni trajektorie, neprochazi
vyslednice gravita¢nich sil od
pusobeni Slunce a Mésice hmot-
nym stiedem S Zemé. Tento M
fakt si muzeme vysvétlit tak,
ze do elipsoidu Zemé vepiSeme

kouli podle obr. 26. % LI_) Obr. 26

rovina

ekliptiky

Pak na ¢ast zbylého prstence, ktera je blize ke Slunci, piisobi vétsi pritazliva
sila F; nez pritazliva sila Fy pisobici na jeho vzdalenégjsi ¢ast. V disledku toho
vznikne — po prenosu sil do hmotného stredu S — moment M silové dvojice.
Jeho velikost se pfi pohybu Zemé méni. Nejvétsi je v dobé zimniho slunovratu
(poloha je naznadena na obr. 26) a letniho slunovratu. Naopak je nulovy v dobé
jarni a podzimni rovnodennosti. Moment M vyvolava zakladni — solarni — pre-
cesni pohyb Zemé, jehoz tihlova rychlost se méni v diisledku proménnosti M.
Protoze smér £ miii na opacnou stranu roviny ekliptiky nez thlova rychlost
vlastni rotace Zemé (tento smér udéva vektor L), hovofime o protibéZné precesi.

Velikost i smér vysledného rusivého momentu M ponékud ovliviiuje sku-
teCnost, ze kolem Zemé obiha Meésic, jehoz elipticka trajektorie lezi v rovingé,
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musi byt hlavni osou setrvac¢nosti. Téleso bude tedy v dynamické rovnovdze, kdyz
bude rotovat podle jedné ze tii hlavnich centrdlnich os setrvacnosti. Tyto osy se
nazyvaji volné osy. Loziska, do kterych osu rotace ukladame, pak zachycuji jen
tihové sily ptisobici na téleso v homogennim tihovém poli. Kdyby se dynamicky
vyvazené téleso nachazelo v beztizném stavu, bylo by zatizeni lozisek nulové.

Jednoduchym pokusem lze ukazat, ze
u télesa, u néhoz J; # Jo2 # Js, nejsou a) b)
vSechny volné osy v télese rovnocenné. Za-
vésime-li napf. na osu odstiedivého stroje
tyc¢ku prostfednictvim ohebného vlakna |
bude p¥i pomalé rotaci (obr. 1la) roto-
vat podle svislé osy. Pii zvétSovani otacek
se osa rotace odchyli od svislého sméru a |
pii vysokych otackach se nastavi do vodo-
rovné roviny (obr. 11b). I kdyz udélime |
tyéce impuls, abychom tento stav zmé-
nili, vraci se tycka do vodorovné roviny.

Stabilné rotuje kolem hlavni centrdlni osy, Obr. 11
vzhledem k niz md nejvétsi moment setr-
vacnosti.

Teoreticky rozbor ukazuje (viz napf. [4], str. 580), Ze u télesa, které m4 pro
hlavni momenty setrvacnosti t¥i rizné hodnoty J; > Jo > Js je stabilni rotace
nejen kolem hlavni centralni osy, vzhledem k niz mé nejvétsi moment Jp, ale
i vzhledem k hlavni centralni ose, vzhledem k niz ma nejmensi moment J3.
Rotace kolem osy, vzhledem k niz ma moment Js, je labilni.

1.6 Resalova véta

Obecnou pohybovou rovnici tuhého télesa pii jeho rota¢nim pohybu je druhd
impulsovd véta:

aL

podle niz je casovd zména momentu hybnosti télesa vzhledem k libovolnému
pevnému bodu rovna viyslednému momentu vneéjsich sil vzhledem k témuz bodu.

Aplikace této véty na feSeni rotace télesa kolem nehybné osy je prosta a
byla Fesena v textu [9]. Jednoduchost spo¢iva v tom, Ze moment hybnosti se
pocita podle vztahu L = Jw, kde J je pro danou osu rotace konstanta. Stejné
jednoduse se Tesi rotace télesa kolem jedné z volnych os.

Pti prostorové rotaci télesa kolem pevného bodu nastavaji pfi obecném po-
uziti rovnice (30) komplikace v tom, Ze osa rotace se viéi uvazované inercialni
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My

Tento moment zptisobi precesi, takze tacek vrzeny levou rukou se bude stacet
vpravo. Slozka F, sily R’ pisobi jako vztlakova sila.

Pohyb disku je podobny, jen precese v disledku velkého momentu hyb-
nosti L a relativné malého momentu M neni tak vyrazna. Vztlakova sila F,
nadnasi disk (zmensuje tedy Ucinek tihové sily) a zejména v sestupné ¢asti
balistické ktivky prodluzuje délku vrhu.

Protoze vztlakova sila je neustale kolma k roving kotoude (disku) a kotoud
se v dusledku precese nataci, vznika odchylka v pohybu na tu stranu, na kterou
se nataci. U stiel se této odchylce k4 derivace (terminologicky by vsSak bylo
spravnéjsi hovofit o deviaci).

b) St¥ela

Ve vojenstvi je vyuzito vlastnosti setrvacniku ke stabilizaci pohybu hlaviiovych
strel, kterym se v hlavni udéluje rotace, a tim i moment hybnosti L. Za pohybu

Mvey

Vv

lozené osou stiely a te¢nou k trajektorii pohybu. Pisobenim tohoto momentu
bude strela vykonavat precesni pohyb. V dasledku tfeni vzduchu o povrch rotu-
jici stiely, které je nejvétsi na celni ndporové strané stiely, vznika dalsi moment
sily, ktery zmensSuje nutac¢ni thel . Ptisobenim tohoto momentu sleduje osa
stfely stale tecnu k balistické draze stfely a dopadé tak na cil $pici. Ve vakuu
(napf. na Mésici) by naopak osa stfely zachovavala smér osy hlavné a dopadla
by na cil dnem, coz by nebylo z hlediska u¢inku strely zadouci.

Obr. 25

Kvantitativni feSeni naznaceného problému je slozité. Jde o nalezeni opti-
malniho vztahu mezi velikosti momentu hybnosti L a velikosti momentu sily
M. Moment hybnosti se d4 pro danou stfelu a jeji istovou rychlost ovlivnit
jeji thlovou rychlosti, tj. stoupanim zavitd v hlavni. Moment sily M se da

vvey
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2 Pohyb setrvac¢niku

2.1 Setrvac¢nik a problematika reseni jeho pohybu

Setrvacnikem (gyroskopem) nazyvame ve fyzice a v technice tuhé homogenni
osové soumérné (rotacni) téleso s velkym momentem setrvacnosti vzhledem
k ose soumérnosti, kterd je souCasné hlavni centralni osou setrvacnosti a také
volnou osou, vzhledem k niz je rotace tohoto télesa stabilni. Setrvacniky se roz-
taceji vzhledem k ose soumérnosti na vysoké otécky (u technickych setrva¢nikt
byva podet otdcek az 50 000 min~!). Tim ziskdvaji velkou kinetickou energii
(Jw?/2) a velky moment hybnosti (Jw).

Vlastnosti, ze rotujici setrvacnik je nositelem velké kinetické energie, se
vyuziva ke zrovnomérnéni chodu stroji, napt. vybusnych motort. Takovy setr-
vacnik ovsem rotuje kolem pevné osy a feseni jeho pohybu v inercialni vztazné
soustavé je jednoduché. Zajimavy pro nas bude setrvacnik, u néhoz bude v iner-
cidlni soustavé pevny jen jeden bod. Timto bodem miiZe byt bud hmotny stred
(t6zist€) anebo jiny bod osy soumérnosti. Takovy setrvacnik bude vykonavat
prostorovy rotac¢ni pohyb, o kterém v ¢lanku 1.1 vime, Ze jej muzeme rozlozit
na vlastni rotaci, na precesi a na nutaci.

Jak jsme jiz uvedli v pfedchozim ¢lanku, k pfesnému feSeni pohybu setrvac-
niku je zapottebi fesit soustavu tii Eulerovych dynamickych rovnic, které jsou
diferencidlnimi rovnicemi prvniho fadu pro t¥i nezndmé tihlové rychlosti. Jejich
obecné Fefeni neni zndmo. Reeni se v minulosti podafilo mimo obecny pii-
pad tzv. bezsilového setrvac¢niku jesté jen pro pét zvlastnich pripadt symetric-
kého tézkého setrvacniku, z nichz nejznaméjsi je setrvacnik ruské matematicky
Soni Kovalevské z r. 1888. V tomto pfipadé jde o tézky setrvacnik, u néhoz
J1 = Jo = 2J5, pfi¢emZ bod uchyceni (resp. bod podepfeni) lezi na ose syme-
napf. v [4], str. 614).

V tomto textu bude podano pfiblizné feseni pohybu symetrického homo-
genniho setrvacniku, které spociva v pfedpokladu, Ze setrvacnik bude roztocen
kolem volné osy—osy symetrie, vzhledem k niZ mé nejvétsi moment setrvac-
nosti. K této ose mu bude udélen velky moment hybnosti. Moment sily, ptisobici
na setrvacnik, vyvola jen takovou precesi, pfipadné nutaci, ze lze zanedbat pri-
spévky k momentu hybnosti od precesnich a nutac¢nich pohybii, které setrvacnik
kona vzhledem k jinym osdm. Tento predpoklad je u technickych setrvacniki
splnén dostatecné presné, protoze se tyto setrvacniky otaceji velkymi thlovymi
rychlostmi a maji velké momenty setrvacnosti vzhledem k ose rotace.

K pfibliznému feseni pohybu setrvac¢niku s vyhodou vyuzijeme Resalovu
vétu.
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Piiklad 3 — Gyroskopicky moment u parniku

Parnik je opatfen turbinou s osou v podélné ose lodé (srovnej s obr. 21).
Vypoctéte velikost gyroskopického momentu M, a velikost celkové tlakové
sily F; v prednim lozisku a Fy v zadnim lozisku, koné-li parnik manévrovaci
otageni vpravo thlovou rychlosti w, = 0,250 rad-s~!. Rotor ma hmotnost
m = 18,5 - 10% kg, moment setrva¢nosti J = 2100 kg-m? a jeho té&zisté je
uprostied rozpéti I = 5,20 m lozisek; otacky rotoru jsou n = 540 min~'.
Reseni

Podrobné feseni nechavame na ¢tenafi a uvadime jen vysledky:

mnJwy
My = =0 =297-10*N-m,
M
F1:%+Tg:9,65-104N,
M
Fy= —";g — SE=850-10'N.

b) Dvojstopa vozidla
Chceme-li dvojstopym vozidlem
(automobilem) zabo¢it napt. vle-
vo, musime prostfednictvim fi-
zeni pusobit na kola momentem
sily M, (obr. 22). Podle druhé
impulsové véty vSak tento mo-
ment bude mit tendenci zpiiso- " 7\ ,
bit precesi thlovou rychlosti £2.
Bude vyklapét vozidlo ze zatacky
gyroskopickym momentem M, Obr. 22
podle (35).

Gyroskopicky tucinek kol v zatacce je tedy nepiiznivy a spolu s odstfedivymi
silami F, zmens$uje stabilitu dvojstopého vozidla v zatécce, nebot ptisobi vzhle-
dem k bodu dotyku O kola s vozovkou klopnym momentem sily.

a0

o

c) Jednostopa vozidla

Zakladem jednostopého vozidla je kutéalejici se kolo, které pii pohybu ma vedle
hybnosti p = mv jesté moment hybnosti L = Jw. Vyklonénim kola ze svislé
roviny o maly thel 9 (viz obr. 23a) vznikne ptlisobenim tihové sily F;, = mg
moment M, ktery poota¢i moment hybnosti L ve sméru M, (obr. 23b), tj. ve
vodorovném smeéru.
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Vlastnosti volného setrva¢niku zachovavat smér volné osy, kolem niz jej roz-
tocime, se vyuziva v letectvi u indikacnich a stabilizac¢nich pfistroju, jako je
napf. umély horizont indikujici polohu letadla v mlze, zatackomér, setrvacni-
kovy kompas a tzv. automaticky pilot, ktery slouzi k automatickému fizeni a
ke stabilizaci kurzu letu letadla. Dale v raketové technice k fizeni pohybu raket
a u tanku ke stabilizaci polohy hlavné kanénu pti stielbé za jizdy v terénu.
U hlavnovych stiel se stabilizace jejich pohybu dosahuje tim, ze se jim pii po-
hybu v hlavni udéli rotace. Ke stabilizaci jejich letu v prostoru prispivaji dale
dva precesni pohyby vyvolané odporem prostfedi. Témto vliviim bude vénovan
odst. b) v ¢l. 3.2. Stalost sméru osy rotujiciho setrva¢niku je také zakladem
stability pohybu jednostopych vozidel (jizdniho kola a motocyklu).

2.3 Setrvacnik podrobeny pusobeni momentu sily

Uvazujme setrvacnik z minulého ¢lanku, o kterém jsme predpokladali, ze byl
roztocen piesné podle osy soumérnosti, tedy tak, ze osa setrvacniku splyva se
smérem momentu hybnosti L = Jw. Plisobi-li na setrvacnik vnéjsi moment sily,
muzeme jej rozlozit do sméru osy setrvac¢niku a do kolmice na osu. Vsimnéme
si oddélené ucinku téchto slozek.

a) Moment sily pusobi v ose setrvaéniku
Bude-li moment sily piisobit v ose setrva¢niku ovlivni pouze velikost momentu
hybnosti setrva¢niku, a tim i velikost thlové rychlosti setrvac¢niku. Tento mo-
ment tedy setrvacnik roztaci nebo brzdi.

Necht v okamziku ¢ = 0, kdy za¢ne moment velikosti M ptisobit v ose, mé
setrvacnik pocateéni moment hybnosti o velikosti Ly = Jwg. Pak podle druhé
impulsové véty (30) bude platit

¢ ¢
L=Jw=Lo+ [ Mdt, neboli wzmﬁ-f%dt.
0 0

Bude-li M = konst., bude se rotace rovnomérné zrychlovat (resp. zpomalo-
vat); je to analogie rovnomérné zrychleného (zpomaleného) pohybu hmotného
bodu.

b) Moment sily puisobici kolmo k ose setrvaéniku

Necht nyni ptisobi kolmo na osu setrva¢niku (obr. 15) sila F = konst., kterd
feseni za predpokladu, Ze pomérné maly moment M zméni v kratkém casovém
intervalu At ptivodni moment hybnosti L o AL tak, aby AL < L.

kterou si lze predstavit jako valeni kuzele spojeneého se setrvacnikem po vnitini (popfipadé
po vné&jsi) plose pevného kuzele — podrobnéji viz napt. [1],[2].
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3 Priklady pohybu setrvac¢niku

3.1 Gyroskopické jevy u dopravnich stroju v zatacce

Nezbytnou soucasti dopravnich stroji jsou rotujici ¢asti. U pozemnich stroji
jsou to predevsim kola; u letadel, lodi a raket jsou to zpravidla rotory turbin a
kompresori. Z fyzikalniho hlediska predstavuji tyto rotujici ¢asti setrvacniky.
Pii zméné sméru pohybu (v zatdéce) se proto musi nutné projevovat gyro-
skopické (setrvacnikové) jevy, které nelze zanedbat. Jako piiklady na pohyb
setrvacniku v technické praxi uvedeme prehled téchto jevii u jednotlivych typt
dopravnich stroju.

a) Letadlo, lod, raketa

Moderni typy téchto stroji maji zpravidla turbinu a kompresor, jejichz rotory
maji osu v podélné ose stroje. Vyklad provedeme na pripadé proudového letadla
(obr. 20). Moment hybnosti rozto¢enych rotorti oznac¢ime L. Chceme-li zménit
smér pohybu stroje, musime mu pomoci kormidel vnutit na jistou dobu rotac¢ni
pohyb (hovofime o vnuceném pohybu). Chceme-li nap¥. zatoéit vlevo, musi
na stroj pusobit moment sily M, (na obr. 20 mifi vzhiru kolmo k ndkresné).
Tento moment vSak po dobu svého piisobeni vyvold precesni pohyb thlovou
rychlosti £2, pficem# podle (32) plati mezi uvedenymi veli¢inami vztah

M,=02xL. (34)

Je ziejmé, ze pii zatacce vlevo se bude
zvedat predek letounu; letadlo bude
Lt€2ké na ocas“. P¥i zatacce vpravo
bude naopak ,,tézké na nos“. Podobné
se chovd lod i raketa. Tento jev si
muzeme snadno demonstrovat na kla-
sickém vysavaci prachu (doutnikového
tvaru). Vnutime-li mu rotaci kolem osy
kolmé na podélnou osu sklopi se nam
pri jedné orientaci tohoto pohybu pre-
dek vysavace a pri druhé orientaci za- Obr. 20
dek vysavace.

Nyni popiseme gyroskopicky jev pfi vhuceném otaceni kvantitativné. Necht
otacéejicimu rotoru (setrva¢niku) o momentu hybnosti L vnucujeme rotaci napt.
vlevo tthlovou rychlosti @, pisobenim momentu sily M, (obr. 21). Kdyby tento
rotor byl volnym télesem (neulozenym v loziskdch) skldpéla by se osa rotoru
do sméru vektoru M, tak, ze podle Resalovy véty by rychlost koncového bodu
vektoru L byla rovna M, a vznikla by precese p thlovou rychlosti 2. Pokud
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thlové rychlosti @, vlastni rotace Zemé (a jinych planet) je pfiblizné stejna
jako smér a orientace ihlové rychlosti @ jejiho orbitdlniho pohybu (obr. 17).

Obr. 17

2.4 Precese a nutace tézkého setrvaéniku

Nazvem tézky setrvacnik se oznacuje
rotujici gyroskop v tthovém poli uchyceny
v bodé mimo jeho tézisté. Mtize jit o se-
trvaénik podepfeny v bodé O pod tézis-
tém T podle obr. 18.

Setrvacnik roztocme tihlovou rychlosti
w kolem volné osy £ — osy rotacni sy-
metrie — odklonéné od svislé osy o thel
¥ (0 < ¥ < T), ktery se nazyva nutacni
thel. Tim mu udélime moment hybnosti
L = Jw. Tihova sila F;, = mg pisobi
vzhledem k bodu O momentem o velikosti

M = mglgsin ¥,

kde m je hmotnost setrva¢niku a Iy vzdale-
nost bodu O, T'. Moment M ziejmé ptisobi
kolmo k roviné vymezené svislici a osou &
setrvacniku.

Obr. 18

Podle Resalovy véty moment M vychyli koncovy bod A vektoru L momentu
hybnosti ve sméru M. Stejné se vychyli i osa & setrvaéniku. Tim se soucasné
zmeéni také smér vektoru M, ktery zistava stale kolmy k ose £. Proces zmény
je spojity a bod A bude opisovat kruznici. Tento pohyb setrva¢niku se nazyva
precese. Uhlovou rychlost 2 = 1[: precesniho pohybu, kde 9 je precesni
tuhel, uré¢ime uzitim Resalovy véty. Bod A bude vykonavat rovnomérny pohyb
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po kruznici o poloméru Lsind = Jwsind (viz obr. 18) rychlosti o velikosti
M = mglgsin¥. Analogicky vztahu v = w X r pro rychlost plati mezi vektory
M, 2, L vztah

M=02xL. (32)

Pro velikost tohoto soucinu dostaneme

mglysintd = 2Jwsind .
Odtud (¥ # 0) thlova rychlost precesniho pohybu

mglo
Jw

= (33)
Je zfejmé, Ze tato thlova rychlost nezavisi na nutaénim thlu ¥ # 0, tedy na
odklonu osy £ od svislice.

Zméni-li vektor L znaménko, roztoc¢ime-li tedy setrvacnik v opacném sméru,
a nezméni-li se moment M, zméni se ziejmé znaménko thlové rychlosti £2.
Precesni pohyb potom probiha v opa¢ném sméru.

PredloZené feseni neuvazuje s prispévkem precesniho pohybu k momentu
hybnosti L. Je vSak dostateéné presné pro 2 < w.
mentt sil, napf. pfi dotyku osy setrva¢éniku s podlozkou (nebo po udéleni pfic-
ného impulsu MAt), udélime setrva¢niku dalsi rotaci kolem jiné osy nez je
volnd osa. Pak osa setrvacniku jiz nebude opisovat plast precesniho kuzele
s ¥ = konst. (obr. 19a). Nutacni thel ¥ se bude cyklicky ménit a vznikly
pridavny pohyb se nazyva nutace.

—TT T

Obr. 19
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U vysledného pohybu v podstaté jde o skladani dvou kruhovych pohyb1,
které opisuje urcity bod osy setrvac¢niku. Ktivka, kterou tento bod opisuje, je
tedy epicykloida. Mize byt obycejnd (obr. 19b), prodlouzena (obr. 19¢) nebo
zkracend (obr. 19d). P¥itom ,pevnou® kruznici bude reprezentovat kruznice,
kterou opisuje uvazovany bod osy pri ¢isté precesi. Vytvorujici kruznice, kterd
se odvaluje po kruznici pevné, je dana vlastni nutaci. Celkovy pohyb, ktery
vykonéva tento setrvacnik, se rovnéz oznacuje jako pseudoregularni precese.
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Pak podle (30) plati
At
AL = [ Mdt = MAt.
0

Pisobi-li sila F napf. v roviné nakresny
(obr. 15), bude moment M pusobit
kolmo z nakresny. V témze sméru se
zméni moment L o AL. Osa setrvac-
niku se pak nastavi do smeéru vysled-
ného momentu hybnosti L’. U¢inek sily
F je tedy takovy, Ze se osa setrvacniku
sklapi do sméru momentu M vyvola-
ného silou F (tedy kolmo ke sméru pu-
sobenti sily F, resp. do sméru osy vnu-
cované silou F).

c) Vliv vnéjsi rotace na rotujici setrvaénik

Roztocime-li setrvacnik vzhledem k jeho ose symetrie a osu uvedeme do rotac-
niho (orbitalniho) pohybu kolem osy rovnobézné s osou vlastni rotace setrvac-
niku ve stejné orientaci jako setrva¢nik (obr. 16a), nenastane zména v pohybu
setrvacniku — setrvacnik je ve stabilni poloze. Jakmile vsak obratime orientaci
vnéjsi rotace (obr. 16b), obrati se osa setrvaéniku (mé-li moznost) o 180° —
setrvacnik je v labilni poloze. Tento jev lze vysvétlit uzitim druhé impulsové
véty. Je-li moment M, potifebny k uvedeni do orbitalniho pohybu, orientovan
opacné nez vektor L, vznikne tendence k preklopeni tohoto vektoru.

Obr. 16a Obr. 16b

Popsany jev mitizeme snadno demonstrovat setrvacnikem v Cardanové za-
vésu. Na zakladé tohoto jevu mizeme také vysvétlit, pro¢ smér a orientace
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rotor ulozime do lozZisek 1, 2 tak je tomuto pohybu sice zabranéno, avsak rotor
pusobi na loziska silami F, které jsou vyvolany gyroskopickym momentem
M;. Tento moment uréime ze vztahu, ktery je analogicky vztahu (34). Aby
vznikla precese thlovou rychlosti w, musel by podle Resalovy véty pusobit
moment sily —M,, pro ktery analogicky (34) plati

~M; =w, x L,

neboli
M,=Lxw=JwXw,. (35)

Velikost gyroskopického momentu je
Mg = Lwy sind = Jww, sin¥. (36)

Jeho smér nejlépe uréime pravidlem Zukovského:
Je-li setrvacnik nucen vykonévat precesni pohyb, pak vznika gyroskopicky mo-
ment, ktery se snaZi nejkratsi cestou otoéit osu rotace setrvacéniku (vektor L)
do sméru osy vnuceného pohybu.

Gyroskopicky moment muzeme vyjadrit jesté ve tvaru

IxF;=Jw X w,,

kde F, jsou piidavné sily, kterymi piisobi osa rotoru na lozisko a / je rameno
téchto sil. Jelikoz sily F, jsou kolmé na osu, mzeme pro jejich velikost psat

Jww,
F, = we sind . (37)

l

\ M,

Iy
/
/
-t
s
v

Obr. 21
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2.2 Volny setrvacnik

Volnym (bezsilovym, astatickym) setrva¢nikem nazyvime gyroskop, u nejz
moment vnéjsich pusobicich sil je nulovy. Neptsobi-li na setrvacnik jiné sily nez
nik na obr. 13) anebo kdyz osy, kolem nichz se mtize otacet, prochézeji t&zistém
T, resp. hmotnym stiedem (setrvacnik v Cardanové zavésu na obr. 14).

pm——— @~~~
DI LIS LIS IS LSS IS LIS LSS0

Obr. 14

U volného setrvacniku je M = 0. Roztoc¢ime-li jej kolem jedné volné osy,
kterd je osou symetrie, je L = Jw. Pak podle druhé impulsové véty (30) plati

dL
q$ - 0
a tudiz
L = Jw = konst. (31)

je vektor stalé velikosti a stalého sméru. Protoze pii rotaci kolem volné osy
maji vektory L, w stejny smér, shodny se smérem osy symetrie setrvacniku,
zachovava osa volného setrvacniku v prostoru (pfesnéji feceno v inerci-
alni vztazné soustavé) staly smér.!

1Pokud volnému setrva¢niku neudélime rotaci tthlovou rychlosti w; jen vzhledem k jedné
hlavni centralni ose, nybrz i dalsi rotaci thlovou rychlosti w2 vzhledem k jiné hlavni centralni
ose — napf. tak, ze klepneme na vnitini kruh Cardanova zavésu — bude pohyb setrvacniku

sledna thlova rychlost w#konst. Osa setrvac¢niku bude vykondvat tzv reguldrni precesi,
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Kolo tak za¢ne vykonavat vedle posuvného a rota¢niho pohybu jesté pre-
cesni pohyb. Je zfejmé, ze pri ndklonu kola napt. vlevo dojde k jeho staceni také
vlevo. Vratime-li kolo zpét do svislé roviny, precese (a tim i zatéceni) ustane.
Jizdni kolo a motocykl je tedy v zatacce stabilni.

P1i fizeni kola riditky pusobime na kolo momentem sily M, , ktery mu vnu-
cuje rotaci. Situace je analogickd jako na obr. 22; vznikd tedy gyroskopicky
moment M,. V praxi zpravidla kombinujeme fizeni bicyklu a motocyklu naklo-
nénim s Fizenim fiditky.

3.2 Stabilizace letu disku a strely

a) Disk

Aby pohyb disku byl stabilni a délka vrhu
co nejvétsi, vrha jej sportovec tak, ze mu
udéli na poc¢atku pohybu rotaci kolem osy
soumérnosti. Disk se tedy chova jako setr-
vacénik.

Gyroskopiské jevy pii pohybu disku (a
podobné stiely) si nejsnize miZzeme vy-
svétlit a demonstrovat na pohybu lepenko-
vého kotoude (papirového pivniho técku).
Vrhneme-li kotou¢ levou rukou, bude pii
pohledu shora rotovat v kladném sméru (tj.
proti sméru hodinovych rudicek). Za po-
hybu na néj bude ptsobit odpor o vysled-
nici R. Pasobisté R neni v dtsledku aerody-
namickych pomért v tézisti 7', nybrz v bodé Obr. 24
C' ve sméru pohybu pfed nim (obr. 24).
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soustavé pohybuje. Neustdle se pfitom méni hodnota slozek tenzoru setrvac-
nosti (12). Proto Leonard Euler jiz r. 1765 transformoval pohybovou rovnici
(30) na neinercidlni soustavu pevné spojenou s télesem. Vyhoda je v tom, Ze
vuci této soustavé jsou slozky tenzoru setrvacnosti jiz konstantni. Pracuje se
pfitom s hlavnimi momenty setrva¢nosti. ReSeni soustavy piislusnych t¥i ska-
larnich diferencialnich rovnic, nazyvanych Eulerovy dynamické rovnice, je velmi
naro¢né a je zcela mimo moznosti tohoto textu (viz napt. [1], [2], [4]).

Pro priblizné feseni prostorové rotace tuhého télesa se s vyhodou pouziva
geometrické interpretace druhé impulsové véty (30), kterou navrhl Francouz
Résal. Tvar vyrazu (30) je analogicky vyrazu

dr

— =V
dt ’

ktery definuje rychlost hmotného bodu. Vektor r je tedy analogicky vektoru
L a vektor v je analogicky vektoru M. Rovnost dL/dt = M naznacuje, Ze
vektor M je mirou rychlosti zmény vektoru L. Neboli rychlost koncového bodu
vektoru L momentu hybnosti télesa je rovna vyslednému momentu M sil, ktery
na téleso pusobi. Tato geometrickd podoba druhé impulsové véty se nazyva
Resalova véta.

Podle této véty se tedy koncovy bod vek-
toru L (obr. 12) posune za ¢asovy interval dt
o dL = Mdt a zménény moment hybnosti
bude L +dL = L + Mdt. Ma-li moment sily
M smér vektoru L méni se jen velikost L, a
protoze pri rotaci kolem jedné volné osy je
L = Jw, kde J =konst., méni se jen velikost
Ghlové rychlosti w. Je-li naopak M stéale kolmy
k L, méni se jen smér L, a tim i smér w.

dL = Mdt

Obr. 12
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dosahuje vhodnou konstrukei plasté stiely, zejména jeji pfedni ¢asti, kterd ma

tvar ogivalu. Podrobnéjsi analyzu precesniho a nuta¢niho pohybu strely lze

nalézt v ¢lanku [10].

Priklad 4 — Kineticka energie a precese strely

Stiela raze (tj. vnéjsiho priméru) d = 100 mm a hmotnosti m = 30,0 kg byla

vystielena z hlavng kanénu pocateéni (tzv. tstovou) rychlosti vg = 900 m-s—1.

V hlavni byla stfele udélena rotace tak, ze se stfela zafezavala do zavitu o stou-

pani s = 30d. V dutsledku kmitu hlavné pii vystielu se osa stfely odchylila od

teény k draze o maly thel 9. Ve vzduchu bude na stielu pisobit sila odporu

vzduch o velikosti R = 2,00-10% N ve sméru rovnobézném s te¢nou k trajektorii,

a to v ptisobisti C vzdaleném o [ = 1,5d od tézisté (viz obr. 25).

Vypoctéte:

a) celkovou pocatecni kinetickou energii stiely,

b) kolik otac¢ek precesniho pohybu stela vykond, je-li doba letu stiely ¢t = 64,1 s
a budeme-li pfedpoklddat |R| = konst.

Pri vypoctu momentu stervacnosti povazujte stielu zjednodusené za vélec.

Reseni

a) Pro celkovou pocatecni kinetickou energii stfely plati

1 1 (d\® 2
Ekzi(mvg—FJwQ), kde J:§m(§) a w=—

pticemz T je doba potfebna k jedné otacce stiely v hlavni, tj. k probéhnuti
zavitu vysky s. Plati tedy

27V

27V sy
s=vy1 = o z toho w = 0 - 20

s 15d°
Pak po dosazeni do hofejsiho vztahu dostaneme

1
By = -mvd

2 30

1 2
HE(l) ] —1,22-107J = 12,2 MJ.

b) Stiela bude vykonavat precesni pohyb thlovou rychlosti (33). Velikost mo-
mentu sily je M = Rlsind = 1,5Rdsin®, velikost momentu hybnosti je

. _ mmugd
L=Jw= 120 -
Po dosazeni do vyrazu (33) dostdvame
g 180 R
T mug
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napi. vyvolavaji neklidny chod stroju. Aby téleso bylo v dynamické rovnovdze
musi byt nulovy moment vsech sil, tedy i sil setrvac¢nych.

Hledejme nyni podminky, které musi byt splnény pro rovnovahu télesa pii
rotaci. Pro jednoduchost budeme predpokladat rovnomérnou rotaci kolem osy y
inercidlni vztazné soustavy (obr. 10). Pak na elementy m; pusobi ve vztazné
soustavé spojené s télesem odstiedivé sily, které maji velikost F; = m;w?r;. Pro
kartézské souradnice téchto sil v uvazované poloze télesa plati

F,; = F;cosa; = mjw’x; , (23)
F,; =0, (24)
in = FZ sin Q; = minZ,’ . (25)

Pro jejich vyslednice sumaci pfes celé téleso dostaneme

F, = w? E msxz;, Iy =0, FZ:wQE m;2; .
i i

Vyjadiime-li tyto vysledky uZitim soufadnic hmotného st¥edu (srovnej s (11)
v [9]) dostaneme

Fx :mexs, Fy :0, Fz :WszSa (26)

kde m je celkova hmotnost télesa. Aby vSechny tyto sily byly nulové, musi byt
rs =ys = zg = 0, tedy osa rotace musi prochdzet hmotnym stredem.

Aby téleso bylo v rovnovaze, musi byt i vysledny moment odstfedivych sil
k osdm z, y, z nulovy. Pro moment sil (23) a (25) plati

M, = Zyzez = Wz Zmzyzzz = _szyz ) (27)

My =" 2Fy— Y aiF=w’(Jo — Jo) = 0, (28)
i i

M, =— Zysz = —w? Z m;x;y; = WQme . (29)

I kdyz bude osa rotace prochazet hmotnym stiedem bude na téleso v obecném
pripadé ptisobit moment sil o slozkdch (27), (29), ktery bude mit tendenci
zpusobit odklon—deviaci—rotacni osy od puvodniho sméru. Aby tomu tak
nebylo musi byt deviacni momenty Jy, Jy. nulové. Piirotaci napt. kolem osy
x bychom dostali jesté podminku J,, = 0.

Shrneme-li vysledky, dostali jsme z podminky F = 0 pozadavek, Ze osa
rotace musi byt centralni osou a z podminky M = 0 pozadavek, ze vedle toho
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ktera je vzhledem k roviné ekliptiky sklonéna o 5°09’. Gravitacni vliv Mésice
je nezanedbatelny a projevuje se tim, ze ,moduluje“ moment M. To ma za
nasledek, Ze se k zdkladnimu — solarnimu — precesnimu pohybu superponuje
druhotny — lunarni — precesni pohyb a vysledkem je lunisolarni precese, u niz
se méni nutacni thel ¥; vznikd tedy nutacni pohyb. Perioda solarni precese
je asi 25725 let, je to tzv platonsky rok. Stfedni hodnota nutacniho thlu je
¥ = 23°27', perioda lunarni precese (nutacni perioda) je 18,61 roku. Perio-
dické zmény nutacniho tthlu jsou velmi malé, nebof zemskd osa opisuje kolem
své stiedni polohy nutacni elipsu, jejiz velkd poloosa je 9,21” a mal4 poloosa
6,86" [11].

Lunisolarni precese (resp. jeji astronomické disledky) byla zndma jiz starovékému
astronomovi Hiparchovi z Nikaie v roce 140 pi.Kr. Srovnaval astronomické soufadnice
hvézd ze svych méfeni s vysledky méfeni svych predchtudct a zjistil, ze ekliptikdlni
délky hvézd vzrostly. Fyzikalné se tento jev podarilo vysvétlit az Newtonovi na zakladé
jeho zakona vseobecné gravitace.

Pfimym astronomickym disledkem lunisolarni precese jsou postupné zmény poloh
hvézd pii orientaci podle noc¢ni oblohy. Nyni sever urcujeme podle znamé hvézdy
Polarky, pro staré Egyptany kolem r. 2600 pf.Kr. byla nejblizsi jasnou hvézdou u
svétového pdlu hvézda Thuban v souhvézdi Draka. V dusledku lunisolarni precese
se pozvolna méni poloha hvézd viici rovnikové souradnicové soustavé druhého druhu
(spojené s jarnim bodem). Zemska osa bude sméfovat nejblize k Polarce v roce 2115,
kdy jeji odklon od sméru k Poldrce bude jen 21’. V roce 14100 bude orientaénim
bodem pro svétovy pdl hvézda Vega v souhvézdi Lyry, kolem r. 21000 to bude opét
Thuban. Polarka se ke svétovému pélu znovu piiblizi kolem r. 28 000.
tické trajektorii dochézi ke st¥idani ro¢nich obdobi v zavislosti na thlu, ktery svira
zemské osa se spojnici stfedi Zemé a Slunce. Toto st¥idani roénich obdobi se neopa-
kuje pfesné s periodou obéhu stfedu Zemé po ekliptické trajektorii (tato perioda se
nazyva sidericky rok). V disledku lunisolarni precese je za jeden platénsky rok (tj. za
25725 siderickych roki) o jeden cyklus ro¢nich obdobi vice nez obéht po ekliptické
trajektorii.

Problém casovani rocnich obdobi komplikuje jesté skutecnost, ze sklon roviny
ekliptické trajektorie Zemé se v dusledku gravita¢niho pusobeni ostatnich planet ne-
patrné méni — v soucasné dobé se zmensnuje o 0,47" za rok, pficemz uéinek tohoto
pohybu ponékud zmensuje vliv lunisolarni precese na sti¥idani roc¢nich obdobi.

Problém se astronomicky vyfesil zavedenim jarniho bodu jako polohy Slunce na
ekliptice (tj. na trajektorii zd4nlivého ro¢niho pohybu Slunce po obloze), v niz se
nachazi v okamziku jarni rovnodennosti. Pfesnéji je to prisecik ekliptiky se svétovym
rovnikem, v némz se Slunce nachdazi pfi jarni rovnodennosti. Tento okamzik je astro-
nomicky pocatek jara. V disledku popsanych precesnich pohybi neni poloha jarniho
bodu pevna, nybrz tento bod jde vstiic Slunci o 50,2528 za rok (tento idaj platil pro
rok 1974). Proto je doba mezi dvéma prichody Slunce jarnim bodem, tzv. tropicky
rok, v priméru asi o 20 minut kratsi nez sidericky rok.
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Vyjadiime-li tyto vysledky uzitim slozek tenzoru setrvacnosti (6) az (11) do-
staneme prehledné vztahy

L:z: = lgzwy + Izywy + I{L’sz 3 (20)
Ly = I pwy + Tyywy + Ly w, (21)
L,=1Lw, + Lywy+ 1.0, . (22)

Bude-li volné tuhé téleso rotovat kolem jedné z hlavnich os redukuje se vypocet
momentu hybnosti na vztah (18).

Priklad 2 — Kineticka energie a moment hybnosti disku

Tenky disk o hmotnosti m a polo- y
meéru r, ktery je otocné uloZen na

rameni o poloméru R, jehoz hmot- I
nost zanedbame, se dokonale odva-
luje po vodorovné roviné (obr. 8).
Je dano wy. Pro okamzik, kdy pre-
chézi pres kladnou poloosu zx, vy-
poctéte:

a) Kinetickou energii soustavy.
b) Slozky L., L,, L, momentu
hybnosti soustavy.

Obr. 8

Reseni

a) Kinetickd energie je dana vztahem (14). Nejprve uréime slozky vektoru
thlové rychlosti. Z daného wy = w, urcime velikost w, vyuzitim podminky
dokonalého odvalovani disku neboli

R

Wy = Wo—.
r

Soucasné w, = 0, protoze pravy thel mezi ramenem a osou otaceni je ne-
meénny. Z toho diivodu neni nutné pro vypocet energie a momentu hybnosti
pocitat ty slozky tenzoru setrvacnosti, jejichz index obsahuje pismenko z.
Soustava je symetricka k ose x, proto moment setrvacnosti k této ose je
hlavnim momentem setrvac¢nosti a osy x, ¥y, z jsou hlavnimi osami setrvac-
nosti. Zfejmé plati

1 1
Jm:leﬁmTQ, Jyy:JQ:ZmT2+mR2, Joy = Jye = 0.

10

4 Ulohy
A. ReSené tlohy

1. Slozky tenzoru momentu setrvacnosti zalome-
ného hridele

Vypocitejte slozky tenzoru setrvacnosti zalomeného
hiidele, ktery je ulozen v loziskdch A, B (obr 28).
Hmotnost hridele je m, polomér pulkruznic je .

Obr. 28 T

Reseni
Hridel sestava ze dvou ¢asti; z kazdé vyjmeme ele-
ment o poloze ¢ (obr. 29). Soufadnice elementii:

r = rsinp, xr = -—rsingp,
y = r(l—cosg), |y = —r(1-cosg),
z = 0, z = 0,
dm = prde.
Délkova hustota hmotnosti je
_m dm
b= omr

Slozky tenzoru setrvacnosti: Obr. 29

™ K

Jrz = 2/y2 dm = 2pr3/(1—cos ©)dy = 2,u7”3/(1—2 cos p4-cos? @) dp =
(m) 0 0
1 s
=23 @—231ng0+£+—sin2g0 :3,u777”3:§mr2,
2 "1 . 2
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Pokud rozlozime tthlovou rychlost @ do sméru hlavnich os na slozky w;, w,, w.
bude kinetické energie

1
E), = §(J1wf + Jow,? 4 Jsw??) . (15)
Ma-li w smér nékteré hlavni osy setrva¢nosti dostaneme znamy vztah
L. o
By = Jw*, (16)

kde J je prislusny moment setrvacnosti.

Priklad 1 — Slozky tenzoru setrvacnosti tyce

Vypoctéte slozky tenzoru setrvacnosti tenké homogenni tyce o hmotnosti m a
délce [, kterd je situovana v roviné z = 0 podle obr. 6. Slozky tenzoru setrvac-
nosti pocitejte k osdm naznacené kartézské soustavy.

Obr. 6 Obr. 7
Reseni

Z tyce vyjmeme element d€ v obecné poloze £ od pocatku O. Jeho soutadnice
jsou (obr. 7)
r=£&cosa, y=~¢sina, z=0.

Pro hmotnost elementu plati
m
dm = Tdf .
Slozky tenzoru setrvacnosti jsou

!
Jow = [ y*dm = % sin® a [ €2d¢ = éle sin?
(m) 0

Vypoctéte:
a) Jaky je moment setrvacnosti Jo druhého setrva¢niku i s hiidelem.
b) Kolik mechanické energie AFEy soustava ztratila pfi spojeni.

Reseni
a) Plati zdkon zachovani momentu hybnosti

Jiwr = (J1 + J2)wie .

Odtud
Jo = Ji <ﬂ—1> -] (ﬂ—1> — 4,0kg - m?.
w12 ni2
2
b) AL = 5 Jiw? — o(Si+ Bl = o <10> n1(ny — ni2)Ji = 118kJ.

. Volné otaéiva ty¢

Tenka homogenni ty¢ o délce [ a hmotnosti m se volné otac¢i po vodorovné
dokonale hladké roviné tthlovou rychlosti wy kolem svého stfedu. Zachytime-
li ndhle jeden konec tyce, zacne se ty¢ otacet kolem tohoto konce. Vypoctéte
thlovou rychlost @, kterou se ty¢ nyni bude otacet, a kolik mechanické
energie AF)y pii této zméné ztrati.

Reseni
Zakon zachovani momentu hybnosti:

1 1
Jowo = Jw, Eml2wo = ngQw — w= %.

Ztrata mechanické energie:

Imi? 5 1ml* 5 1ml? , 1miPwi mliw]

TR T Y TR0 T 9T 16 T 32

AFEy
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1
——wiZmi(y?—l—z ZmZ 2+ 22) + wQZmlx +y2)—
i

— WaWwy E ML — Wl E ML 2 — WyWs E MY Z; - (5)

Vysledek pro kinetickou energii bude mozné zapsat ve formalné jednodussim
tvaru po zavedeni veli¢in, které charakterizuji rozlozeni hmotnosti v télese
vzhledem k okamzité poloze osy rotace. Tyto veli¢iny jsou slozkami tenzoru
setrvacnosti.

1.3 Tenzor setrvac¢nosti

Ve vyrazu (5) vystupuji ¢leny se sumaci pfes celé téleso, které zaviseji na roz-
lozeni hmotnosti vzhledem k uvazované poloze osy rotace a jsou tedy mirou
setrvacnych uc¢inkt tuhého télesa pri jeho prostorové orientaci. P¥ijmeme pro

né oznaceni
mzzmi(yz’2+zi2)v (6)
i

Jyy = Zmi(wz? + Z'L2)’ (7)

Jyz = Jzy = — Zmiyizi- (11)
i

Téchto devét velic¢in tvori slozky obecnéjsi veli¢iny, kterd charakterizuje setr-
vacné ucinky télesa pfi obecné rotaci a ktera se nazyva tenzor setrvacnosti. Lze
je prehledné usporadat do matice

Jzza mea J;L’z
Jpg = Jyz 'y Jyy, Jyz ) (12)
szv Jzyv Jzz

kde p, g =z, y, z. Veli¢iny Jzz, Jyy, J.:, lezici v hlavni diagonédle matice, se
nazyvaji momenty setrvacnosti k osdm uvazované kartézské soustavy.

6. Gyroskopicky moment setrvaéniku v ramu

Setrvacnik ve tvaru valcového disku o poloméru r a hmotnosti m se otaci
thlovou rychlosti wy v tthloptic¢ce ¢tvercového ramu zanedbatelné hmotnosti
podle obr. 33. Ram se otaci kolem svislé osy thlovou rychlosti ws. Urcete
gyroskopicky moment a reakce v loziskach A, B, které jim budou vyvolany.
Reseni

Pro gyroskopicky moment podle (35) plati

1
M, = Jw x wy, kde J:§mr2.

Velikost gyroskopického momentu je tedy

> . V2 oo,
My = §mr wiws Sina = Tmr wiws .

Vektor M je kolmy k rdmu a v dané
poloze rdmu mifi pfed ndkresnu. Reakce
R4+ = —Rp, které jej v loziskach kompen-
zuji, lezi v roviné nakresny a maji velikost

2
Ra=Rp= 4—lmr2w1w2‘

7. Gyroskopicky moment u letadla

Otocné casti leteckého motoru véetné vrtule maji moment setrvacnosti J =
25 kg-m?. Vrtule se ota¢i n = 2400 otackami za minutu. Vypoététe gyrosko-
picky moment M, ptlisobici na letadlo, které proléta rychlosti v = 450 km/h
pravotoc¢ivou zatacku po vodorovné kruznici o poloméru R = 280 m. Jaky
ucinek bude mit tento moment, kdyz se vrtule z pohledu pilota otaci ve
sméru rotace hodinovych rucicek?

Reseni
Gyroskopicky moment uréime pomoci vztahi:

™n v

30 Wy = w, | w,

My=JwXxw, w=

kde w, je thlova rychlost vynucené rotace (obr. 34). Velikost gyroskopického
momentu tedy je
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2 pfimka)

Obr. 3

Prvni otoceni provedeme kolem osy y o thel ¢ (obr. 2), pfidemz osa 2/,
ptvodné totoznd s z, prejde do polohy z{ a osa 2/, ptivodné totoznd s z, do po-
lohy 2. Druhé otoceni disku vykondme kolem nové osy z1, tzv. uzlové primky,
o tthel ¥ (obr. 3). Pfitom osa z) piejde do polohy x4, a osa y’, piivodné totozna
s y, do kone¢né polohy 7’. Tteti otoc¢eni provedeme kolem této osy 3’ o tihel
©, pii némz osa xf, prejde do konedné polohy ' a osa 2] do koneéné polohy 2’
(obr. 3). V obr. 3 jsou znézornény rovnéz thlové rychlosti ¢, P, 9, které po-
pisuji rychlost zmén Eulerovych ahla ¢, ¥, 9 a které lezi v osach prislusnych
otoceni.

Eulerovy thly jsou dilezité zejména pro popis pohybu setrvac¢niku, odtud
také dostaly nazvy:

@ ... uhel vlastni rotace,
¥ ... precesni uhel,
? ... nutacni uhel.

Zavérem lze shrnout, Ze rotaci télesa kolem nehybného bodu okamzitou
thlovou rychlosti w lze rozlozit na t¥i rotace bud kolem os kartézké soustavy
nebo kolem os Eulerovych thli v souladu s rovnosti

w:wz+wy+wzz¢+1]:+19.

1.2 Kineticka energie rotujiciho tuhého télesa

V textu [9] jsme pojednali o rotaci tuhého télesa vzhledem k nehybné ose,
pfi¢emz jako miru setrvacnych u¢inkt télesa pfi této rotaci jsme zavedli veli¢inu

10.

B. Neresené ulohy

. Precese setrvaéniku na rameni

Setrvacnik ve tvaru véilcového disku o poloméru » = 100 mm a hmotnosti
m = 1,20 kg rotujici s thlovou rychlosti w = 314 rad-s~! zavésime v tihovém
poli na vyloZzeném rameni délky a = 75 mm a zanedbatelné hmotnosti
prostfednictvim nité podle obr. 35. Setrva¢nik zacne vykonavat precesi.
Vypoctéte nejkratsi dobu, za kterou osa setvac¢niku zaujme opét vychozi
polohu.

/7774

Obr. 35

. Precese setrva¢niku v Cardanové zavésu

Bezsilovy setrvac¢nik o momentu setrvacnosti J, otacejici se thlovou rych-
losti wy, je uloZen v Cardanové zavésu podle obr. 36. Rovnovahu porusime
tim, Ze na osu setrva¢niku do vzdalenosti a od stfedu O umistime zavazi
o hmotnosti Am. Osa setrva¢niku svira se svislou osou thel 3. Urcete tih-
lovou rychlost we vzniklé precese, zanedbate-li hmotnost Cardanova zavésu
a tfeni v loziskach.

Gyroskopicky moment u kolového mlyna

Kolovy mlyn sestava z valcového kola o hmotnsoti m, které se odvaluje po
vodorovné desce (obr. 37). Kolo je otoéné uloZeno na rameni o; délky R a
zanedbatelné hmotnosti, které se otaci kolem svislé osy oo thlovou rychlosti
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Uvod

statice, kinematice a dynamice tuhého télesa. V textu [9] jsme se vedle obecnych
zakont mechaniky tuhého télesa zabyvali pfevazné jen jeho rota¢nim pohybem
kolem nehybné osy a obecnym rovinnym pohybem. Predlozeny text rozsifuje
tyto poznatky o mechaniku prostorového pohybu télesa kolem nehybného bodu
a zabyva se predevsim pohybem setrva¢niku. Pfedpokladd znalost textu [9]
anebo znalost zdkladd dynamiky tuhého télesa.

Poznatky o pohybu setrvacniku jsou nejen zajimavé, ale i dtlezité pro apli-
kace v jinych oblastech fyziky (napf. Larmorova precese v atomistice), v ast-
ronomii (lunisolarni precese Zemé), v technice (napf. gyroskopické jevy u do-
pravnich prostiedkil), ve vojenstvi (stabilizace letu sttely) a i ve sportu (let
disku).

Ve stredolskolském ucivu fyziky je vénovano dynamice rota¢niho pohybu
tuhého télesa malo mista a o prostorovém pohybu télesa a o setrvacnicich se
nehovori témér viubec. Duvody jsou predevsim didaktické — jde o obtiznou
partii mechaniky. Nakonec pfesné feSeni obecného pohybu setrvac¢niku pohy-
bovymi diferencidlnimi rovnicemi neni zndmo — s vyjimkou nékolika zvIaStnich
pripadu.

PredloZeny studijni text podava kromeé nékolika rozsifujicich poznatkt o dy-
namice tuhého télesa pribliznou teorii setrva¢niku, kterd vSak je dostatecné
presnd u technickych setrvaénika (gyroskopt). Je zde také podan vyklad nékte-
rych aplikaci teorie setrvac¢niki. Vyklad je doplnén fesenymi ptiklady a tlohami
s uvedenymi vysledky jejich feseni.

Text je urcen zajemcim o fyziku z fad stfedoskolskych i vysokoskolskych
studentt a ucitelim fyziky. Pro tesitele fyzikdlni olympidady kat. A, pokud je
zarazen v daném soutéinim roce text k prostudovdni na téma SETRVACNIKY,
je cdst predloZeného textu ve cldncich 1.6, 2.1, 2.2, 2.8, 2.4 a 3.1 povinny text
k prostudovdni. Ostatni text se doporucuje rovnéz prostudovat.

Vysledky neresenych tuloh

2
8. 7T="""Y _161s
__ Amygsinf
9. Wo = le
10. Gyroskopicky moment je kolmy k nakresné, mifi za ni a ma velikost
2
My = smrRQ?. Pritlacng sila F = m <g + B2 )

11. Gyroskopicky moment M, = Jw; X wo je kolmy k ndkresné a miii za
ni. Jeho velikost je M, = %mT2w1w2. Reakce Ry = —Rg a Rc = —Rp
lezi v roviné nakresny a maji stejnou velikost R4 = Rp = Rc = Rp =
mr2w1w2

5R
12. Gyroskopicky moment sméfuje podle rovnobézky na vychod a méa velikost

My = Jww, sinp = 2,38 N - m.
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